Piedpokladané znalosti ze stfredoskolské matematiky

1. Matematicka logika

Vyroky, slozené vyroky: konjunkce (A, a zaroven ), disjukce (V, nebo), negace vyroka (—
pfed nebo ¢arka nad oznacenim vyroku), implikace (=), ekvivalence (<), kvantifikatory;
co je definice, matematicka véty, dikaz.

Piiklad vyrok:
vyrok u : budu se tcastnit vyuky

vyrok d : doplnim si nedostatky
vyrok z :  udélam zkousku z matematiky

Zapiste symbolicky néasledujici slozené vyroky (predpokladejme, Ze jsou pravdivé) a roz-
myslete si rozdily mezi prvni a druhou dvojici sloZzenych vyrokii:
1 a) Kdyz si doplnim nedostatky, udélam zkousku z matematiky.
1Db) Zkousku udélam pravé tehdy, kdyz si doplnim nedostatky.
2 a) Kdyz se budu ucastnit vyuky a doplnim si nedostatky, udélam zkousku z matematiky.
2 b) Kdyz se budu tc¢astnit vyuky nebo si doplnim nedostatky, udélam zkousku z matematiky.

Pokuste se rozhodnout o pravdivosti nasledujicich vyroki a formulujte jejich negace.

(a) Vsichni piijati uchazedi se zapisi ke studiu na PfF.

(b) Uvodniho soustiedéni na Albeii se neti¢astni zadny student piijaty ke studiu oboru
Biochemie.

(c) Dvacet pfijatych uchaze¢i oboru Medicinalni chemie se zapsalo ke studiu.

(d) Alespon dva pfijati uchaze¢i oboru Biochemie se netcastni soustiedéni.

(e) Vsichni Gcastnici soustfedéni byli ptijati ke studiu na jediny obor.

2. Ciselné obory

obor prirozenych cisel

obor celych ¢isel

obor racionalnich ¢isel

obor realnych cisel

obor komplexnich ¢isel (viz dale podrobnéji)
* . obor kladnych redlnych ¢isel

Rg : obor nezépornych redlnych ¢isel

HAFONZ

Geometricka interpretace absolutni hodnoty ¢isla je vzdalenost jeho obrazu od pocatku a
také absolutni hodnota |a — b| je vzdalenost bodu a a b na realné ose.

(a) Reste v R: |z — 2| = 5 (Vzdélenost x od 2 je rovna 5; tedy = € {—3,7}).

(b) Reste v R: |z +2| > 3 & |z — (—2)| > 3; vzdélenost x od —2 je vé&tsi nebo rovna 3;
tedy x € (—oo0, —5) U (1, 00).

(c) Reste v R: [3— x| <1< |z — 3| <1 (protoze plati |a| = | — a|); vzdalenost x od 3
je mensi nez 1, tedy z € (2,4).



(d) Reste v R: |27 — 8| < 2 & 2|r — 4| < 2 & |z — 4] < 1; vzdélenost  od 4 je mensi
nebo rovna nez 1, tedy z € (3, 5).

(e) Reste v C: |z — 2| = 5; vzdalenost z od 2 je rovna 5; rovnici splituji viechny body
kruznice se stfedem [2,0] a polomérem 5 jednotek.

(f) Reste v C: |z—2| < 5; vzdalenost z od 2 je mens{ nez 5; rovnici splituji vechny body
kruhu (bez hrani¢ni kruznice) se stfedem [2, 0] a polomérem 5 jednotek.
3. Mnoziny
Rovnost, prinik, sjednoceni, rozdil dvou mnozin; kartézsky soucin mnozin.
(a) Uréete AN B,AUB,A— B,B— A A x B, jestlize je ddno: A = {1,2,3,4,5},
B ={ne€N;n>2}
(b) Uréete mnozinu C' C N tak, aby platilo: AC C,C C (ANB),C cC B,AcC.

4. Algebraické vyrazy a jejich upravy
Nutno znét (obéma sméry):
o (a+b)?=a*+2ab+b?
e a? -0 =(a—"b)(a+D)
e a? + b% nejde rozloZin na souéin!
Doporuceno:
o a® -1 = (a—0b)(a®+ ab+ b?)
(@—=b)(a" ' +a" 2+ ...ab" 2+ ")
o &’ +0® = (a+0b)(a®— ab+b2)
o a" +b" = (a+b)(a"t —a"2b+ ... —ab"? 4+ b" ) Ize pouze pro n liché

e g — b =

Upravte nasledujici vyrazy a stanovte podminky:

+b 1
(a) +b +1
(b) (v+55) : |1 - 2]
(c) 2:?2:;1590 - 3:1?:2:193




5. Kvadratické a jiné rovnice v R

Ekvivalentni tpravy rovnic (pfi¢teni/odecteni libovolného vyrazu k obéma strandm rov-
nice, nasobeni/déleni nenulovym ¢islem) neméni mnozinu FeSeni rovnice.

Obecny princip feSeni mnoha rovnic:

r-s=0<r=0vs=0

Reseni kvadratickych rovnice v R: Rozklad na soucin tzv. kofenovych ¢initeld; x; a x4 je
mozno ur¢it riznymi zpusoby (vytknutim, pomoci vzorce pfes diskriminant, doplnénim
na ¢tverec, pouzitim Vietovych vzorct, atd.):

az® +bx+c=0=a(z —x1)(x — 22)

Nutno znat zpaméti vzorec pro realné koteny x,, xo kvadratické rovnice

—b++D

, kde D =b*—4ac>0
2a

T12 =

Piiklad na rozklad doplnénim na &tverec s vyuzitim vzorce a® — b* = (a — b)(a + b):
?—2r—3=(2"-22+1)-1-3=(r—-1)-22=(2-1-2)(z—1+2) = (z—3)(z +1)

(a) Rovnice vyssich fadu (postupné vytykani a rozklad)

203 +322 -2z = 0
r(202 +3x—-2) = 0
t- 2z —3)@x+2) = 0

(b) Rovnice vyssich fada (substituce)
2t — 322 -4 = 0; subst.y=2a?
¥ —3y—4 = 0
(y—4Dy+1) = 0 y1=4,t.1=2axy=—2

Yo = —1, nevyhovuje

(c) Rovnice s nezndmou v odmocniné (umocnéni neni ekvivatelni apravou - zkouska je
nutnou soucasti tlohy):
r+1 = Vr+3

?42r+1 = z+3
?4+r—-2 = 0
(r+2)(x—1) = 0
r=—2neboxr=1, ale © = —2 nevyhovuje ptivodni rovnici,

feSeni je pouze jedno, a to z = 1.



6. Nerovnice

Nutno znéat:

e pii nasobeni nerovnice zapornym c¢islem se méni znak nerovnosti v opacny
o V12 =|z|

e pro feSeni rovnice 2% = 4 miiZeme psat feseni ve tvaru z; 5 = +2; nelze vSak pouzit
analogii pfi feseni nerovnice 22 > 4, kde NELZE psat feseni ve tvaru x > £2, ale
Y )
odmocnit nerovnici, tj. |z| > 2 a feSeni je z € (—o0, —2) U (2;00).

(a) Pfiklad feSeni nerovnice v R:
—x2 22414

—22+422+3

—x2—2x+14 -9

AV

—z242z+3 =
—22—22+14—2(—2%+22+3)
—062+2:v+3

z —6a:+8

—w22»2z

—(x-i—l z— 3)
€(—1,2)U(3,4) (jmenovatel musi byt rizny od nuly)

(AVARAYS

¢itatel i jmenovatel museji mit stejné znaménko,

S O O O N

v

nejjednodussi je fesit pomoci grafit obou funkci

(b) K procviceni

i. dx+7 > 92

z+1
i (z+1)>4
iii. 422 +52 -6 <0

: 222 —z—3
v, =5—=—=2>0

7. Mocniny a odmocniny

Pouzivané vzorce pro pripustné hodnoty a, m, n:

Nutno znat a umét pouzivat oznaceni a ipravy:



e an = Jam

° air =a "

e V72=12-36=6v2...... ¢astecné odmocnéni

° \/lg = \%‘/\% ...... usmeérnéni zlomku

° \/51_1 = \/51_1 : gﬁ = \?fll =vV2+1...... usmeérnéni zlomku
Priklad: Upravte ¢iselny vyraz \?’/%l/;%

. Zakladni informace o funkcich

Nutno znat pojmy a u zakladni funkci umét urcit:

e defini¢ni obor a obor hodnot funkce
e vlastnosti funkce (sudéd, licha, periodickd, omezend, monoténni, prosta)
e inverzni funkce (pouZivé se oznadeni f~!(x))

e slozeni funkce
Zéakladni funkce:

e linedrni f(x) =ax +b

e mocninné f(z) = 2, zejména pro a € {—1,0,1,2, 3, %}

e exponencialni, logaritmické

e goniometrické

e absolutni hodnota jako funkce
U vyse uvedenych funkci je tteba znat jejich grafy a grafy funkeci, které vzniknou odvoze-
nim (posun po ose x, po ose y, nasobeni ¢islem, zména znaménka, atd).

Priklad postupného odvozeni grafu funkce

20-5 2a-1)-3 2@-1) 3 3

/()

r—1 rz—1 rz—1 rz—1 r—1
je vidét na obrazku.

(a) Nactnéte grafy funkei a urcete jejich defini¢éni obory a obory hodnot:
i f(x)=a*—42 -5
:s __ 2z+5
i. f(z) = x—jl
iii. f(z)=|2?*— 4z + 3|

iv. priklady dalsich druht funkci nasleduji



i L y=1(c-1) o —\ D y=3U(c-1)

-2

4y | T 4 y=Bienp2

. Exponencialni a logaritmické funkce
Nutno znéat:
a =z log,r=y, (a€ R"—{1})
Dalsi pouzivané vzorce pro pripustné hodnoty (z > 0, y > 0, a, b € Rt — {1}):

o log,(z - y) =log, x +log, y
e log, g = log,r —log,y

e log,(z") =n-log,x

Pouzivé se zkraceny zapis (log, 7)? = log> = # log,
x log, =

POZOR! log, m #* h)ij
Najdéte k nasledujicim funkcim funkce inverzni, urcete jejich defini¢ni obor a obor hodnot,
naétnéte grafy funkce fi f1:

(@) fa) =27 ~1

(b) f(z)=—2"""

(c) f(z) = —logy(z +2)



10. Goniometrické funkce

Nutno znat a umét pouzivat nasledujici vzorce, umét vyuzivat grafické zndzornéni hodnot
goniometrickych funkci na jednotkové kruznici:

R
- )
cotg X%
tg
v |
o
sin x
o X
o
COS X
L
9 |
|
<
S |
|
I I I I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

e sinx +cos?x =1

__ sinxzx
¢ thE " cosz

e tgx . -cotgr =1
Dalsi pouzivané vzorce:

e sin2x = 2sinx cosx
e cos2r = cos?x —sin’x

2 2

Pouziva se zkraceny zapis (sinx)? = sin®z # sinx

POZOR! sin 2z # 2sinx

Nactnéte grafy nasledujicich funkei:

(a) f(x) =2sinx—1
(b) f(x)=sin2z
(¢) f(z) = [sinz]
(d) f(z) = sin|z|



11. Analyticka geometrie v roviné

Velikost vektoru @ = (u1;us): |U| = /u? + u}

Skalarni souc¢in vektora @ - ¥ = uy vy +ug- vy ; kde @ = (ug;uz), ¥ = (v1;v9) vysledkem
je ¢islo, ne vektor (uy - vq;ug - vy)M!

Rovnice primky p:
r = a1 + U -t

e parametrické vyjadieni: Yy = as + us-t

kde @ = (uq;uz) je smérovy vektor pfimky p, Ala;;as] je libovolny bod pfimky p,
parametr ¢t € R

e obecné rovnice: az + by + ¢ = 0, kde 7 = (a;b) je normélovy vektor piimky p

e rovnice ve smérnicovém tvaru: y = kx + ¢, kde k je smérnice (tg uhlu, ktery pfimka
svird s kladnou ¢asti osy )

Odchylka vektort 4 = (uy;us), U= (v1;v2) :

u-U Uy U1 + Uz - V2
COS = - = ;

@~ a1l

I

odtud plyne, Ze nenulové vektory u, v jsou kolmé, pravé tehdy kdyz je jejich skalarni
soucin roven nule.

Rovnice kruZnice se stiedem S[m;n| a poloméru r (popisuje vztah mezi soufadnicemi
bodt na kruznici):
e ve stiedovém tvaru: (x —m)? + (y — n)? = r?

e obecné rovnice kruzmice: 22 + ax +y? + by +c =0

-4
|




Neni t¥eba znat vzorec pro vzdéalenost bodu M|[xzg; yo| od piimky p : ax + by + ¢ = 0, lze
odvodit, resp. vypocitat jinak.

la-xo+b-yo+ ¢
M —
V(M) @)

Jsou dany body A[1; 2], B[—3;4], C[—2; —1],D|[2; 3], E[1;0], F'[-1;2], G[0; —2], H[—4;0].

(a) Urcete rovnice piimek AB, CD, EF, GH a jejich vzdjemnou polohu.

(b) Zjistéte, zda trojice bodu ABC (ABD, ABF, AFE, CDE, CDH) mohou byt vr-
choly trojuhelniku. V kladném piipadé zjistéte, zda je trojihelnik pravouhly, ostro-
Ghly ¢ tupothly (pfipadné rovnostranny ¢i rovnoramenny).

(c) Zapiste rovnici pfimky p, ktera je rovnobézna s pfimkou I.J a prochazi bodem K3; 2],
kde I[1;3], J[—2; —3]

Zapiste rovnici pfimky ¢, ktera je kolmé na pfimku AB a prochdzi bodem L[4;9].

o

/N
]
N e e e N N

D

Urcete priisecik primky ¢ s primkou 7.J.
Vypoctéte vzdéalenost bodu L[4;9] od piimky I.J.
Vypoctéte vzdalenost bodu L[4;9] od pfimky q.

—~
—h

Zapiste rovnici kruznice, prochazejici body P[4; —1], Q[4;3], R[1;

.

Zapiste rovnici kruznice, prochézejici body 7'[3; 1], U[—6; —2], V[2; —6].

~~
— e

12. Analyticka geometrie v prostoru

Velikost vektoru @ = (uy;ug;usz): || = \/u? + u3 + u3

Skalarni souéin vektora i - U = uy-v1+ug-vetug-vs , kde @ = (uq;ug;usz), ¥ = (vy;v9;v3)
Vektorovy souéin vektoru (je zaveden pouze v prostoru) @ X ¢ = ), kde o v kartézské
soustavé plati & = (ugvs — ugve; ugvy — ugv3; UV — ugvy). Vektorovy soudin dvou nenu-
lovych nezavislych vektori je kolmy k obéma vektorim a jeho velikost je rovna obsahu
rovnobézniku vymezeného témito vektory.

Rovnice primky p:

r = a; + up-t
e parametrické vyjadieni: Yy = az + ug-t
z = a3 + ug-t

kde 4 = (uy;us;us) je smérovy vektor pfimky p , Alaj;as;as] je bod primky p,
parametr t € R

e v prostoru nelze primku popsat obecnou rovnici!

Rovnice roviny «

a + up-r + v1-S8
= a + Ur + Uy-S
zZ = a3 + wus-r + v3-S

e parametrické vyjadieni:

kde @ = (uq;ug;ug), ¥ = (v1;v9; v3) jsou nenulové nekolinedrni vektory lezici v roviné
«, Alay;as;as) je bod roviny «, parametry r, s € R.

9



e obecnd rovnice roviny: ax + by + cz + d = 0, kde 77 = (a; b;c) je normalovy vektor
roviny a.

Odchylka nenulovych vektort @ = (u1;ug; uz), U = (vy;v9;v3) :

U-v
cos p = =

Uy + V1 + Ug - Vg + U3 - Vg

|l - [7]

Neni tfeba znét vzorec pro vzdélenost bodu M [xg; yo; 20] od roviny a : ax+by+cz+d = 0,
lze odvodit, resp. spocitat jinak

a0 +b-yo+ czo +d|

vy (a0

(a) Jsou dany body A[1;2;3], B[0;—1;2], C[2;1;—1],D[3;4;0], E[1;3;2], F[-1;1;0],
G[—3;—6;4], H[3;0; —5].
i. Urcete rovnice ptimek AB, CD, EF, GH a jejich vzajemnou polohu.
ii. Zjistéte, zda trojice bodit ABC (ABE, ABF, ACH, ACG, ABH) ur¢uji rovinu.
V kladném piipadé zapiSte jeji rovnici (jednak parametrickou, jednak obecnou
rovnici) a urcete, zda je trojuhelnik ABC' pravouhly, ostroihly ¢ tupouhly (pii-
padné rovnostranny ¢i rovnoramenny) a urcete jeho obsah (napf. s vyuzitim
vektorového soucinu).

iii. Uréete vzdalenost bodu K[12; —7; 2] od roviny prochézejici body ABC.
(b) Urcete vzdalenost bodu P[0; —5;4] od pfimky p:
p:x = 2 4+
y =1 + 3t
z =2 —

(c) Uréete vzajemnou polohu pfimky p a roviny a:

p:r =2 4+ t a:xz = 11 + r — 2s
y = 1 + 3t y = 8 — 2r — s
z = 2 — t z = —1 + 2r + s

(d) Urcete vzajemnou polohu rovin «, § a 9. Roviny jsou dany nésledujicimi rovnicemi:
a:2r—2y+z+1=0,0:2—-3y+2:24+4=0,9: —2x+2y—2-2=0

(e) Urcete vzajemnou polohu rovin «, d a . Roviny jsou dany nésledujicimi rovnicemi:
a:2r—2y+2+1=0,0:2—-3y+2244=0,e:x—-Ty+52+1=0
13. Komplexni ¢isla
Motivace zavedeni komplexnich ¢isel: umoznéni vypoctu druhé odmocniny i ze zaporného
Cisla, aby Slo napf. vytesit kazdou kvadratickou rovnici (i se zapornym diskriminantem).

Oznaceni komplexniho éisla z: z = [z,y];x,y € R; x je redlna slozka, y je imagindrni
slozka komplexniho ¢isla. Specielné [0, 1] = i, a plati i* = —1.

Vyraz x +yi se nazyva algebraicky tvar komplexniho &isla 2. Cislo z = x — yi je tzv. &islo
komplexné sdruzené.

10



Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z je vzdalenost bodu [z, y] v Gaussové roviné od
pocatku a spocteme ji (dle Pythagorovy véty): |z| = /a2 + y2.

Goniometricky tvar komplexni ¢éisla z = |z|(cosa + isina) umoziuje snadny vypocet
mocnin a komplexnich odmocnin, nebot plati:

2" = |z|"(cosna + isinna)

Obrazek ukazuje, jak je mozno pfevést Cislo z = x + yi na goniometricky tvar:
sina = & =y = |z| - sina, cos v = == |z] - cosa

atedy z=x+yi=|z| -cosa+ |z| -sinai= |z|(cosa + isina)

imaginarni osa |Z|

S g

redlna osa

Priklady pocitani s komplexnimi Cisly: 2y =4 — 31i; 20 =2 +1

(a) séitani (odéitani): 23 + 20 =4+2+4+(-3+1)i=6—2i
(b) nasobeni: 2y - 2o =4-2+4i—6i—3i> =11 — 2i
)

_5-10i 1 _ o:
2 21 24 24 =1-2i

4+1

(c) d =
(d) feSeni kvadratické rovnice 22 — 2z +2=0v C:
Hiy4-8 21;\/41 _ 2121-2 —14+i

212 = 3

Dalsi priklady:

1431 1-2i

(a) Vypoctéte: 5o — 4=

(b) Pievedte na goniometricky tvar &islo z = 2 — 21 a vypoctéte 23

(¢) Vypottéte: |i+ 3|
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